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Polynome mit der Galoisgruppe fiber Q 
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We construct a polynomial g(x, X)eQ(x)[X] with the Galois group Gal (9(x, X))~ MI~ and 
compute infinitely many specializations x~--* ~ e Q such that Gat (g(~, X)) ~ M 11- 
Auf der Jahrestagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1967 in Karlsruhe stellte 
Zassenhaus die Aufgabe, wenigstens Polynome mit der zweitkleinsten nichtabelschen 
einfachen Gruppe PSL2(U:7) als Galoisgruppe fiber dem KSrper der rationalen Zahlen Q 
zu finden. Auf Anregung Leopoldts, das Problem experimentell anzugehen, schrieben 
dann der erste Autor und einige seiner Studienkollegen in Programmsystem, it dem 
man die Grundaufgaben der algebraischen Zahlentheorie (Bereehnung yon Grund- 
einheiten und der Idealklassengruppe) ftir algebraische Zahlk6rper vom Grad 7 mit 
kleiner Diskriminante 16sen konnte. Dieses gab mittels Primzerlegung eines erzeugenden 
Polynomsf(X) modulo p nach dem Dedekindschen Kriterium auch einen Hinweis auf die 
vermutliche Galoisgruppe Gal (f(X)) von f(X). Bereits beirn ersten Testlauf im Friihjahr 
1968 stellte sich das Polynom f (X)  = X 7-  7X + 3 mit der vermutlichen Galoisgruppe 
PSL~(D:7) ein, was dann in der Diplomarbeit yon Trinks (1969) verifiziert wurde. 
Die n/ichste besonders reizvoll erscheinende Gruppe war die kleinste sporadische 
einfache Gruppe, also die Mathieugruppe Mll. Ein entsprechendes Programm ffir den 
Grad 11 erbrachte aber keinen Kandidaten mit dem Verdacht auf die Galoisgruppe M11. 
Selbst als der erste Autor 1971 Polynome f(t, X)~Q(t)[X] mit Gal (f(t, X)) '~ All  
konstruierte, diese sind sp/iter bei Matzat (1984), §6, aufgenommen worden, wurde keine 
Spezialisierung t~Q gefunden mit Gal ( f ( z ,X ) )~Ml l .  Hierdurch wurde deutlich, 
dab man das Auffinden yon Polynomen mit speziellen Galoisgruppen icht einer 
Computersuche fiberlassen konnte, sondern dab man diese Aufgabe konstruktiv 
anpacken mul3te. 
Nachdem der erste Autor anhand er Arbeit yon Shih (1974) erkannt hatte, wie man 
das Existenzproblem ffir Galoiserweiterungen mitvorgegebener G uppe G fiber Q(t) in 
ein Klassenzahl-l-Problem ffir Erzeugendensystemklassen von G (in einer Verzweigungs- 
struktur) umsetzen kann (Matzat (1984), Tell I) gelang ihm 1976 die Konstruktion eines 
Polynoms fa(t, X) vom Grad 8 mit der Galoisgruppe PSL2(~:7) fiber Q(t) (siehe Matzat 
(1984), §7): 
fs(t, X) = X 8 + 6X 7 + 3(7t 2 + 144)(7X 2+ 6X + 36).t 
Ein weiteres Polynom.fT(t, X) vom Grad 7 mit Gal (fT(t, X)) --- PSL2(D:7) steht bei Malle, 
t Die Polynome fs und f7 sind in den Originalarbeiten miteinem Druckfehler behaftet. Diesen Hinweis 
verdanken wir J. McKay. 
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Matzat (1985), 2.: 
fT(t, X) = X v - 56X 6 + 609X s + 1190X 4 --}- 6356X 3 + 4536X 2 - 6804X-  5832-  tX3(X + 1).t 
Mit denselben Methoden konstruierten 1984 beide Autoren das Polynom 
f(t ,  X)  = X 12 + 20X 11 + 162XlO + 3348.5-1X9 + 35559.5 - 2XS + 5832.5-1X7 
84564.5- 3X 6 -  857304.5-4XS + 807003.5- 5X4 + 1810836.5- 5X3 
-- 511758.5- 6X2 + 2125764-5- vX + 531441.5- 8 _ tX 2 
rnit der Galoisgruppe M~2 fiber Q(t) (siehe Matzat, Zeh-Marschke (1986)). Mit dem 
Hilbertschen Irreduzibilit~itssatz liefern diese Polynome dann jeweils unendlich viele 
Polynome fiber Q mit den Galoisgruppen PSL20Z7) bzw. M12. Uber weitere derartige 
Ergebnisse und den Kenntnisstand beim Urnkehrproblem der Galoisschen Theorie wird 
bei Matzat (1987) berichtet. 
Hier wird naehgetragen, wie man das yon Matzat, Zeh-Marschke (1986) konstruierte 
Polynom f ( t ,X )  mit der Galoisgruppe M~2 fiber Q(t) zu Polynomen mit den 
Galoisgruppen M 1 a fiber Q(x) und Q spezialisieren kann. Dies beruht auf tier simplen 
BEMERKUNG 1. Es seien k ein K6rper und 
f(t, X)  = f l(X) - tf2(X) ~ k(t)[X] 
ein separables Polynom mit der Galoisgruppe G. Dann besitzt das Polynom 
f2(x) f  l(X) - f  l (x ) f  2(X) 
o(x, X)  : = x -  x ~ k(x)[X] 
die Fixgruppe einer Nullstelle yon f(t, X)  als Galoisgruppe. 
BEWEIS. Es seien N/k(t) der Zerf~illungsk6rper yon f(t, X) fiber k(t) in einer algebraisch 
abgeschlossenen Hiille yon k(t) und x e N eine Nullstelle von f(t ,  X). Dann wird N fiber 
k(t ,x)  durch die Nullstellen yon g(x ,X)  erzeugt. Wegen k( t ,x )=k(x)  ist 
Gal (#(x, X)) = G~, wobei G~ ~< G die Fixgruppe yon x in G = Gal (f(t, X)) ist. [] 
Wendet man diese Bemerkung auf das obige Polynom mit der Galoisgruppe M12 an, so 
erh/ilt man die erste Aussage im folgenden 
RESULTAT. Das Polynom 
11 
g(x, x )  = ~ a~(x)X~Q(x) [X]  
mit ~ = o 
all(x) = x 2, alo(X) = a l l (x)x+20x 2, ag(X) = alo(X) x+ 162x2, 
as(x) = ag(x)x + 3348.5- lx2, a7(x) = as(x)x + 35559-5 - 2x2, 
a6(x ) = a..l(x)x+ 5832.5- lx2, as(x) = a6(x)x-  84564.5- 3x2, 
a4(x ) = as(x)x - 857304.5- 4x2, az(x ) = a4(x)x + 807003"5- Sx2, 
a2(x) = a3(x)x + 1810836.5- Sx2, 
al(x) = -2125764"5-7x-  531441"5 -s, ao(x) = - 531441"5-Sx 
t Die Polynome fs und f7 sind in den Originalarbeiten mit einem Druckfehler beha[tet. Diesen Hinweis 
verdanken wir J. McKay. 
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besitzt eine zu M ~ ~ isomorphe Galoisgruppe. Spezialisiert man hierin x zu ~ ~ Z mit 
- 1 rood 133, 
so ist die Galoisgruppe yon 9(~, X)eQ[X-] isomorph zu Mll. 
BEWEIS. Der zweite Teil des Resultats ergibt sich so: 
g(1, X) = X 11 +21X 1° + 183X9 +4263.5-1X ~+ 56874'5- 2X 7 
+ 86034.5 - 2X6 + 345606.5- 3XS + 870726.5-4X* 
+ 5160633.5 - 5Xa + 6971469.5 - SX2 - 11160261.5- sX - 531441.5 - s 
zerf/illt modulo 7 in Primfaktoren der Grade 8, 2 und 1 und ist modulo 19 irreduzibel. 
Damit ist Gal (g(1, X)) eine Untergruppe der M~ mit Elementen der Ordnungen 8 und 
11, also gleich M~I. Da die verwendeten Kongruenzen ffir alle ~7/  mit ¢ = 1 rood 7"19 
richtig bleiben, ist 
Gal(g(~,X))~-Mtl  ffir ~-  1 rood133. [] 
Ein weitergehendes Resultat fiber die Spezialisierungen von g(x, X) bekommt man aus 
der 
BEMERKUNG 2. Es seien k ein Zahlk6rper, f(t, X)~ k(t)[X] ein separables Potynom mit der 
Galoisgruppe G und N/k(t) der Zerfiillungskdrper von f(t, X) fiber k(t). Ferner gelte fiir das 
Geschlecht eines jeden yon k(t) verschiedenen Zwischenk6rpers K yon N/k(t) die 
Uttgleichung (K) >f 2. Dann gibt es nur endlich viele z ~ k mit Gal (f(r, X)) ;~ G. 
BEWEIS. Nach dem Dedekindschen Kriterium ist genau dann Gal (f(z, X)) --- G, wenn der 
z/ihlerdivisor des Primpolynoms t - z  s k(t), dieser sei 3;z, weder Teiler des Zghlers noch 
des Nenners der Diskriminante D(f) yon f(t, X)ist und in N/k(t) tr~ige ist. Also ist ffir die 
nicht in D(f) aufgehenden Or im Fall Gal (f(z, X)) ~ G der Zeflegungsk6rper K eines 
Primteilers von p~ in N yon k(t) verschieden. Wegen #(K)>~ 2 gibt as naeh tier von 
Faltings (1983), Satz 7, bewiesenen Mordellschen Vermutung nur endlich viele 
Primdivisoren vom Grad 1 in K. Da weiter die Anzahl aller Zwischenk6rper von N/k(t) 
endlich ist, existieren ur endlich viele Primdivisoren vom Grad 1 von k(t)/k, die in N/k(t) 
nicht tr~ge sind, also auch nut endlich viele ~ s k mit Gal (f(T, X)) ;~ G. [] 
FOLGERUNG. Fiir das oben angegebene Polynom 9(x, X) mit der Galoisgruppe M1 t gibt es 
nut endlich viele ¢ e Q mit Gal (9(¢, X)) ~ M 11" 
BEWEIS. Die Verzweigungsstruktur yon N/Q(x) in G=Mlt  ist nach Matzat, Zeh- 
Marschke (1986), Bemerkung 3, g*=(8 .C4a ,  Cs,t)*. Mit Hilfe der Permutations- 
charaktere der maximalen Untergruppen U1 := Mlo, U2 := PSL20:11), U3 := Mg" Z2, 
U4:=$5, Us :=Ms"Sa yon G bei Fischer, McKay (1978) erh/ilt man die 
Zyklendarstellung der Elemente der Galoisgruppen der minimalen yon Q(x) 
verschiedenen Zwischenk6rper K~:= N °' yon N/O(x) und daraus unter Verwendung der 
Hurwitzschen Relativgeschlechtsformel d ren Geschlechter g (Kt )= lS ,  g(K2)=25,  
g(Ka)= 120, 9(K4)= 145, 9(Ks)= 382. Folglich besitzen alle yon Q(x) verschiedenen 
Zwischenk6rper K yon N/Q(x) ein Geschlecht 9(K) mit 18 ~ 9(K) <~ 9(N) = 19009. [] 
NACHTRAG. Auf Anregung des Referenten werden noch die Diskriminanten der Polynome 
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f(t ,  X)  mit der Gruppe MI2 und g(x, X) mit der Gruppe M~ mitgeteilt. Diese sind 
D( f )  = 2123i252(t2--2223185- 1 )6 
und 
D(g) = 21°312x2°v(x)lSw(x)6 
mit 
v(x) : = x4+6xa+36"5-tx2--54"5-2x-81"5-3,  
w(x) : --- x 8 -t- 16x 7 + 476"5- lx6 + 6096'5- 2x~ + 22014"5- 3x4 
- -  1296"5 - 1 x 3 _ 6804"5- 2xZ + 34992" 5 - 3x + 6561' 5 - 4. 
Den Beweis erhglt man unter Verwendung der bereits berechneten Hilfspolynome fast 
mfihelos. Nach Matzat, Zeh-Marschke (1986), S. 201, ist n/imlich 
f(t, X) = ½(q(X)4r(X) + O(X)*P(X))-  tX 2, 
Hieraus ergibt sich durch Differentiation ach X und Ausnutzung der Identitfit (3) in der 
zitierten Arbeit ffir jede Nullstelle x yon f(t,  X) ~ ~(t ) [X]  
f '(t,  x) = lOq(x)a?l(x)ax - 1. 
Ist nun ~ der K6rper aller algebraischen Zahlen und bedeutet Jff die 
Q(x)/Q(t), so gilt 
D(f)  = .#'(if(t, x)) = 1012..4r(q(x))aJV(O(x))3.Ar(x)- a 
Aus 
#f(x - -a )=f ( t ,a )  far ash( t )  
folgt zun/ichst 
W(x) =f(t ,  O) = 3125 -s.  
Norm yon 
Zerlegt man nun q(x) in die Linearfaktoren (x -a~)(x-a2) ,  so erh/ilt man aus 
f(t, x) = q(x)4r(x) - (t + 6)x 2, 
dies ist die Gleichung (1) bei Matzat, Zeh-Marschke (1986), als Norm yon q(x) 
d(q(x)) =f(t, e~)f(t, a2) = (t + ~)2(~ c~2)2 = 345- 3(t_2t 1395- s0)2 
mit 0 = __ x /~ und entspreehend 
S(g/(x)) -- 3"5-3(t + 211395-s0) 2.
Damit  ist die angegebene Diskriminantenformel ffirf(t, X) bewiesen. Aufgrund yon 
(X -x )g(x ,  X)= x~f (~,  X )  
gilt weiter 
Setzt man hierin 
g(x, X) = xaf'(t, X) = lOxq(x)3~(X) a 
D(g) = 2103 ~ 2x2 o( f  t (x)2 __ 52x4)~q(x)- 671(x ) - ~ = 2 ~ o 312x2 Or(x)1 s w(x)6 
und D( f )  ein, so wird 
mit 
v(x) := q(x)?l(X) und w(x):= r(x)~'(x). 
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